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Zadanie 1. Prosta na ptaszczyznie nazwiemy sftoneczng, jesli nie jest rownolegta ani do osi z, ani
do osi y, ani do prostej x +y = 0.

Niech n > 3 bedzie liczba catkowita. Wyznaczy¢ wszystkie nieujemne liczby catkowite k, dla ktérych
istnieje n roznych prostych na ptaszczyznie spetniajacych nastepujace dwa warunki:

o dla wszystkich dodatnich liczb catkowitych a i b takich, ze a + b < n + 1, punkt (a,b) nalezy
do co najmniej jednej z tych prostych;

o doktadnie £ sposrod tych n prostych jest stonecznych.

Zadanie 2. Niech 2 i I' beda okregami o $rodkach odpowiednio w punktach M i N, przy czym
promien 2 jest mniejszy od promienia I'. Zatézmy, ze okregi 2 i I' przecinajg sie w dwdch réznych
punktach A i B. Prosta M N przecina 2 w punkcie C, a I' w punkcie D w taki sposéb, ze punkty
C, M, N i D leza na tej prostej w podanej kolejnosci. Punkt P jest srodkiem okregu opisanego na
trojkacie AC'D. Prosta AP przecina ponownie {2 w punkcie £ # A. Prosta AP przecina ponownie I’
w punkcie F' # A. Punkt H jest ortocentrum trojkata PMN.

Udowodni¢, ze prosta przechodzaca przez H i réwnoleglta do AP jest styczna do okregu opisanego
na trojkacie BEF'.

(Ortocentrum tréjkata to punkt przeciecia jego wysokosci.)

Zadanie 3. Niech N oznacza zbiér dodatnich liczb catkowitych. Funkcje f: N — N nazwiemy
bonza, jesli

f(a) dzieli b* — f(b)/@
dla wszystkich dodatnich liczb catkowitych a i b.

Wyznaczy¢ najmniejsza liczbe rzeczywista ¢ taka, ze f(n) < cn dla wszystkich funkcji bonza f i
wszystkich dodatnich liczb catkowitych n.
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Zadanie 4. Dzielnikiem wlasciwym dodatniej liczby catkowitej N nazywamy kazdy dodatni dziel-
nik N rézny od N.

Dany jest nieskonczony ciag ai, as, ... dodatnich liczb catkowitych, z ktorych kazda ma co najmniej
trzy dzielniki wtasciwe. Dla kazdej liczby catkowitej n > 1 liczba a1 jest suma trzech najwiekszych
dzielnikéw wlasciwych liczby a,,.

Wyznaczy¢ wszystkie mozliwe wartosci a;.

Zadanie 5. Ala i Bartek graja w australijskq gre, czyli dwuosobowa gre, ktorej reguty zalezg od
dodatniej liczby rzeczywistej A, znanej obu graczom. W n-tej rundzie gry (zaczynajac od n = 1)
zachodzi nast¢pujaca sytuacja:

o Jedli n jest nieparzyste, Ala wybiera nieujemna liczbe rzeczywista x,, taka, ze

T+ T+ 2y, < M.

« Jesli n jest parzyste, Bartek wybiera nieujemng liczbe rzeczywista x,, taka, ze
m%+m§+---+xi<n.

Jesli ktorykolwiek z graczy nie moze wybra¢ odpowiedniej liczby x,, to gra konczy sie, a przeciwnik
wygrywa. Jesli gra trwa w nieskonczonosé, nikt nie wygrywa. Wszystkie wybrane liczby sa znane obu
graczom.

Wyznaczy¢ wszystkie wartoéci A, dla ktorych Ala ma strategie wygrywajaca, oraz wszystkie, dla
ktorych strategie wygrywajaca ma Bartek.

Zadanie 6. Rozwazmy siatke 2025 x 2025 kwadratéw jednostkowych. Matylda chece ustawié¢ na niej
prostokatne plytki, by¢ moze o réznych wymiarach, tak aby kazda krawedz kazdej ptytki lezata na
linii siatki, a kazdy kwadrat jednostkowy byt pokryty przez co najwyzej jedna ptytke.

Wyznaczy¢ najmniejsza liczbe plytek, ktére Matylda musi ustawié¢, tak aby kazdy wiersz i kazda
kolumna siatki zawieraly doktadnie jeden kwadrat jednostkowy niepokryty przez zadna plytke.
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