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Zadanie 1. Wyznaczy¢ wszystkie takie liczby rzeczywiste a, ze dla kazdej dodatniej liczby catko-
witej n liczba
la] + |2a] + ...+ |na]

jest wielokrotnoscia n. (Napis |z| oznacza najwieksza liczbe catkowita mniejsza lub réwna z. Przy-

ktadowo |—7| =—41|2] =|29] =2,

Zadanie 2. Wyznaczy¢ wszystkie pary (a, b) dodatnich liczb catkowitych, dla ktérych istnieja takie
dodatnie liczby catkowite g i N, ze

NWD(a" +b, 0" +a) =g

dla wszystkich liczb catkowitych n > N. (Napis NWD(z,y) oznacza najwickszy wspélny dzielnik
liczb catkowitych x i y.)

Zadanie 3. Dany jest nieskonczony ciag dodatnich liczb catkowitych aq,as, as, ... oraz dodatnia
liczba catkowita N. Zalézmy, ze dla kazdego n > N liczba a,, jest réwna liczbie wystapien liczby
Ap_1 W CIgU A1, 09, ..., Qp_1.

Wykazaé, ze co najmniej jeden z ciagow aq, as, as, . .. i as, a4, ag, . . . jest od pewnego miejsca okresowy.

(Nieskonczony ciag by, b, bs, ... jest od pewnego miejsca okresowy jesli istnieja takie dodatnie liczby
catkowite p i M, ze by,4, = by, dla kazdego m > M.)
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Zadanie 4. Dany jest trojkat ABC, w ktorym AB < AC' < BC'. Niech w i I beda odpowiednio
okregiem wpisanym w trojkat ABC oraz srodkiem w. Niech X bedzie takim punktem na prostej BC'
réoznym od C, ze prosta przechodzaca przez X i réwnoleglta do AC jest styczna do w. Podobnie,
niech Y bedzie takim punktem na prostej BC réznym od B, ze prosta przechodzaca przez Y i
rownolegta do AB jest styczna do w. Niech prosta Al przecina okrag opisany na tréjkacie ABC
ponownie w punkcie P # A. Niech K i L beda odpowiednio $rodkami odcinkéw AC' i AB.

Dowiesé, 7e XKL + XY PX = 180°.

Zadanie 5. Slimak Turbo gra w gre na planszy o 2024 rzedach i 2023 kolumnach. Na 2022 polach
znajduja sie ukryte potwory. Na poczatku Turbo nie wie, gdzie znajdujg si¢ potwory, ale wie, ze
w kazdym rzedzie poza pierwszym i ostatnim jest doktadnie jeden potwor oraz w kazdej kolumnie
znajduje sie co najwyzej jeden potwor.

Turbo prébuje przejsé z pierwszego rzedu do ostatniego rzedu. W kazdej prébie wybiera pole w pierw-
szym rzedzie, z ktérego zaczyna wedréwke, a nastepnie porusza sie po planszy, za kazdym razem
przechodzac do sasiedniego pola majacego wspdlny bok z polem, na ktérym sie znajduje. (Turbo
moze odwiedzaé¢ wezedniej odwiedzone pola.) Jesli Turbo wejdzie na pole z potworem, jego préba
konczy sie i Turbo zostaje przeniesiony do pierwszego rzedu, skad rozpoczyna kolejng probe. Po-
twory nie poruszaja sie, a Turbo pamieta, na ktorych dotychczas odwiedzonych polach znajduja sie
potwory. Gdy Turbo dotrze do ktéregokolwiek pola w ostatnim rzedzie, jego préba konczy sie i gra
jest zakonczona.

Wyznaczy¢ najmniejsza liczbe catkowita n, dla ktérej Turbo ma strategic gwarantujaca dotarcie do
ostatniego rzedu w n-tej probie lub wczesniej, niezaleznie od pél zajmowanych przez potwory.

Zadanie 6. Niech Q oznacza zbiér liczb wymiernych. Funkcje f: Q — Q nazwiemy wodnistq jesli
spelniona jest nastepujaca wtasnosé: dla kazdych x,y € Q

fe+fw)=f(@)+y b f(f(z)+y) =2+ f(y).

Dowiesé, ze istnieje taka liczba catkowita c, ze dla kazdej wodnistej funkcji f istnieje co najwyzej ¢
réznych liczb wymiernych postaci f(r)+f(—r) dla pewnej liczby wymiernej r oraz znalez¢é najmniejsza,
mozliwa wartoscé c.
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